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摘要　　将对称轨道(SO)-对称张量(SOT)理论方法用于分子积分(即单电子积分与
双电子积分)及SOT-SCF的理论计算 ,提出了简化积分计算方案及一个简化SCF 自洽




分子积分(包括单电子积分和双电子积分)是一切从头(包括 HF-SCF 及 post-SCF)计算的
基础.随着分子体系轨道数目的增加 ,双电子积分数目按分子轨道数目的 4次方成比例增加.
在HF 自洽迭代过程中密度矩阵和双电子积分的乘法运算是 Fock矩阵 、进而是 SCF 迭代计算
的决定性步骤.然而 ,充分应用分子体系的对称性能有效地提高计算效率.Edler[ 1]和 Dupuis等
人[ 2]首先将分子对称性用于自洽场的计算 ,指出等价块的积分对 Fock 矩阵有相等的贡献 ,采
用唯一(unique)积分和 petite 表 ,可减少在 SCF 过程中所需处理的单双电子积分的数目 ,从而
简化了矩阵元的计算.Lazzeretti等人
[ 3]
根据Pitzer定理 ,提出了一个计算公式 ,减少了 abelian群
分子体系从原子积分向分子积分转换的计算量与存储要求.Carsky 等人[ 4]将分子积分的对称





本文应用这一新理论研究 SO单电子积分 ,双电子积分及 SOT-SCF 计算方法 ,提出了一个
简化 HF-SCF迭代计算的关键公式.在这一理论方法的基础上 ,初步发展了相应的计算程序 ,
并根据新程序的计算结果 ,阐明新理论方法的科学价值与应用前景.
1　对称轨道及对称积分
对于一个给定的分子体系 ,设分子轨道数目为 n ,在仅考虑指标对称时共有 n2=(n+1)·
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则可知这些变分参数是不独立的 ,存在多余变量.以 CH4 为例进行说明.CH4 属 Td 群 , 4个 H
是对称等价的 ,由原子-原子的直积构成的张量也有类似的性质.表 1列出了以等价性分类的
原子及相应的二阶张量(棱)及四阶张量(四面体).从表 1可看出 ,CH4 共有 2个基本原子 ,有 4
个基本棱 ,有 17个基本四面体.任一单电子积分及重叠积分必属于某一个棱 ,而每一个双电子
积分也必属于某个四面体.我们称属于基本棱的单电子积分为唯一单电子积分 ,属于基本四面
体的双电子积分为唯一双电子积分.从等价性定理可知 ,等价棱和等价四面体的积分项对矩阵
元有相等的贡献.作为第一简化规则 ,非唯一积分是多余的变分参数.根据文献[ 6] 所提出的
SOT 理论方法可进一步减少变分参数.我们可将 SO按 s , t 和u 3个指标分类 ,写为 M(s , t ,
u),其中 s是表示指标 , t 是分量指标 , u 为重复度指标.s与u 指标为物理因子 , t 指标为几何
因子 ,
M(s , t , u)=exp(-φti)g tM(s , 1 , u), (1)
其中 M(s ,1 , u)可称为特征轨道 ,每个特征轨道对应一个物理因子 ,其余轨道可通过特征轨道
经对称操作而得.表 2列出了CH4(6-311G
＊＊)所有表示的SO.表3列出了每个表示的维数及重
复度.从表 2可知 ,在 CH4(6-311G
＊＊)模型体系中共有 5个表示 ,14个特征轨道.从 SO 的二重
直积与四重直积可分别构成单电子积分 、重叠积分(SOT(2))及双电子积分(SOT(4)),并同样
用3个指标(s , t 和u)对SOT(2)与SOT(4)分类.表 4列出了一些典型分子的SOT(2)及SOT(4)
的物理因子(特征张量)的数目(N2 与 N4),并与未考虑对称性时的单 、双电子积分数目(即 n2
与 n4)进行了比较.
表 1　以等价性分类的原子及相应的二阶张量(棱)及四阶张量(四面体)a)
秩 维数 基本原子张量 非基本原子张量
1 4 1 2　3　4
1 1 5
2 4 1-1 2-2 3-3 4-4
2 6 1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-4
2 4 1-5 2-5 3-5 4-5
2 1 5-5
4 4 1111 2222 3333 4444
4 12 1112 1113 1114 2221 2223 2224 3331 3332 3334 4441 4442 4443
4 6 1212 1313 1414 2323 2424 3434
4 6 1122 1133 1144 2233 2244 3344
4 12 1213 1214 1314 2123 2124 2324 3132 3134 3234 4142 4143 4243
4 12 1123 1124 1134 2213 2214 2234 3312 3314 3324 4412 4413 4423
4 3 1234 1324 1423
4 4 1115 2225 3335 4445
4 6 1215 1315 1415 2325 2425 3435
4 6 1125 1135 1145 2235 2245 3345
4 4 1235 1245 1345 2345
4 4 1515 2525 3535 4545
4 6 1525 1535 1545 2535 2545 3545
4 4 1155 2255 3355 4455
4 6 1255 1355 1455 2355 2455 3455
4 4 1555 2555 3555 4555
4 1 5555
　　a)表中 1～ 4指 H 原子 , 5指 C原子
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表 2　CH4(6-311G
＊＊)的 SO表示a)
s t u 原子 轨道 s t u 原子 轨道 s t u 原子 轨道
1 1 1 5 1s 1 1 2 5 2s 1 1 3 5 3s
1 1 4 5 4s 2 1 1 5 2px 2 2 1 5 2py
2 3 1 5 2pz 2 1 2 5 3px 2 2 2 5 3py
2 2 3 5 3pz 2 1 3 5 4px 2 2 3 5 4py
2 3 3 5 4pz 2 1 4 5 3dyz 2 2 4 5 3d xz
2 3 4 5 3dyz 3 1 1 5 3dz2+idx2-y2 3 2 2 5 3dz2-id x2-y2
4 1 1 1 1s 4 2 1 2 1s 4 3 1 3 1s
4 4 1 4 1s 4 1 2 1 2s 4 2 2 2 2s
4 3 2 3 2s 4 4 2 4 2s 4 1 3 1 3s
4 2 3 2 3s 4 3 3 3 3s 4 4 3 4 3s
4 1 4 1 2pz 4 2 4 2 2pz 4 3 4 3 2pz
4 4 4 4 2pz 5 1 1 1 2px+i2p y 5 2 1 2 2px+i2py
5 3 1 3 2p x+i2py 5 4 1 4 2px+i2p y 5 5 1 1 2px-i2py





s tm um s tm um s tm um s tm um s tm um
1 1 4 2 3 4 3 2 1 4 4 4 5 8 1
表 4　一些典型分子的 SOT(2)及 SOT(4)的数目(n2 与 n4)以及对应的物理因子(特征张量)
的数目(N 2与 N4)
体系 G 基组 　　轨道 n2 　 N 2 n4 N 4
CH4 Td 6-311G ＊＊ 42 903 85 408 156 24 074
CH6
2+ O h 6-311G ＊＊ 54 1 485 92 1 103 355 32 659
CH6
2- O h 6-311G ＊＊ 54 1 485 92 1 103 355 32 659
CH8
4+ O h 6-311G ＊＊ 68 2 346 109 2 445 366 67 373
H2O C2v 6-311G ＊＊ 30 465 181 108 345 35 078
C5H5
- C5 6-31G 55 1 540 308 1 186 570 237 314
HF C∞v 6-311G(df , pd) 36 666 140 222 111 26 644
N2 D∞h 6-311G ＊＊ 36 666 94 222 111 20 439
H6 D 6h 6-311G ＊＊ 36 666 56 222 111 13 901
H2 D∞h 6-311G(df , pd) 22 561 82 157 641 11 169
H12 D 6h 6-31G 32 300 24 45 140 2 531





一积分到 SO积分的转换:因为从标准坐标系的原子轨道转换到 SO 轨道是同一原子同一壳层
内简单的酉变换 ,所以从唯一积分到 SO积分是简单与快速的转换过程;(3)SOT 方法实现了
变分参数中物理因子与几何因子的完全分离 ,是最简单与彻底的对称化方法.标准原子积分的
数目与SO积分的数目之比大约为点群的级.设KG 为点群的级 ,则有 n2/ N2≈KG , n4/N4≈KG .
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采用 SO积分 ,大大压缩了存贮容量 ,但是所压缩的完全是多余的变量.
2　在 HF-SCF计算中 SOT的方法
在HF-SCF 迭代过程中 ,关键而又耗时的步骤是Fock矩阵的计算[ 9] :
Fμν=Hμν+Gμν, (2)
其中
Gμν=∑λσ[ 2(μν/σλ)-(μσ/ λν)]Dλσ, (3)
令
[ μν/λσ] =2(μν/λσ)-(μσ/λν), (4)
则
Gμν=∑λσ[ μν/σλ] Dλσ. (5)
每次迭代乘法运算的数目正比于双电子积分的数目 ,因而与轨道数目的 4次方成正比.稳定分
子平衡态Hamiltonian和 Fock矩阵具有与核骨架相同的对称性质 ,属于分子点群全对称不可约
表示.采用 SO作单电子轨道 ,则重叠矩阵元 Sμν,Hamiltonian矩阵元 Hμν, Gμν=Fμν-Hμν及密度
矩阵元Dμν均为 SOT(2).根据文献[ 6]所提出的直积表示的乘法规则 ,仍可用 s , t , u 3个参数
标记 SOT(2),即
Sμν=S(s , t , u)=S(s ,1 , u)exp(-φt i), (6)
Fμν=F(s , t , u)=F(s ,1 , u)exp(-φt i), (7)
Gμν=G(s , t , u)=G(s ,1 , u)exp(-φt i), (8)
Hμν=H(s , t , u)=H(s ,1 , u)exp(-φt i), (9)
Dμν=D(s , t , u)=D(s ,1 , u)exp(-φt i), (10)
其中参数 S(s ,1 , u), F(s ,1 , u),G(s , 1 , u), H(s ,1 , u)和 D(s ,1 , u)为物理因子且与 t无关 ,
每组参数的数目均为 N2.相因子结构{φt}与 u无关.双电子积分求和项改写为
[ μν/λσ] =[ stu/ s′t′u′] . (11)
(5)式改写为
Gμν=G(s , t , u)=G(s ,1 , u)exp(-φti)=exp(-φt i)∑s′t′u′[ s1u/ s′t′u′] D(s′, t′, u′), 　
(12)
G(s ,1 , u)=∑s′t′u′[ s1u/ s′t′u′]D(s′, t′, u′)=
∑s′u′t′[ s1u/ s′t′u′]D(s′,1 , u′)exp(-φt′i). (13)
令
{su/ s′u′}=∑ t′[ s1u/ s′t′u′] exp(-φt′i), (14)
则可得
G(s ,1 , u)=∑s′u′{su/s′u′}D(s′,1 , u′). (15)
(15)式是 SOT-SCF计算的关键公式.{su/ s′u′}可称为双电子积分群不变量 ,是四阶张量与二
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阶张量作指标缩合求和时的物理因子 ,在 SOT-SCF 过程中不变.(15)式的意义在于将常规 SCF
方法中双电子积分与密度矩阵元之间的乘法运算转换为双电子积分群不变量与密度矩阵元中
的物理因子之间的乘法运算.而物理因子 D(s ,1 , u)是在SCF 过程中的变量.{su/ s′u′}的数目
N(g , d)=NgNd =N2N2 ≈(n2/KG)
2 ≈n4/(KG)
2. (16)
在SOT-SCF 迭代过程中 ,仅存贮 N(g , d)个群不变量{su/ s′u′},每次迭代求 G(s , 1 , u)的乘法
运算次数也为{su/ s′u′}.因此 ,SOT-SCF 方法比传统 SCF 方法的存贮要求按(KG)
2 减少 ,而计
算时间也按(KG)
2减少.按照以上提出的理论方案 ,我们编写了一个 SOT-SCF试验程序.表 5 ～
7分别列出了各种点群的模型体系的分子轨道数目 、n2 , N2 , n4与 N4 及应用我们自编程序计
算结果与标准 SCF 计算结果(应用Gaussian-94程序)的对比数据.(1)为了简单 ,大部分例子
是采用H簇作为模型体系 ,但是采用的基组包含了 p与 d轨道 ,因此具有一般意义.(2)同一
模型可按该模型所属点群或其子群的对称性限制条件进行 SOT-SCF 计算.例如表 5中的 H6
(C6)和表 6中的 H6(C6v)为同一模型 ,但按不同的对称性限制条件对 SO轨道及其积分进行分
类.显然 ,采用的对称性越高 ,计算效率也越高.(3)模型体系的核间距是随意的 ,因而模型体
系的总能(即SCF 能量与SOT-SCF能量)没有实际意义.但这些数据表明 ,SOT-SCF 方法与常规
SCF 方法计算得到的能量在双精度浮点运算误差范围之内是完全一致的 ,它们的相对误差小
于10-7 ,从而证实了公式(15)的可靠性.(4)模型的几何结构:对于单轴群分子大部分是平面
型的(如 Cn ,Cnv),有些是上下两层(如 Cnh ,Dnd ,Sn 等);对于高对称点群 ,我们则选择了一些典
型的四面体(Td)、八面体(Oh)和二十面体(I)模型.(5)这些模型有电中性的也有离子型的 ,在
中性模型无法满足密度矩阵对称(即分子会发生变形以降低对称性),因而无法进行 SOT-SCF
计算的情形下 ,采用密度矩阵对称的正负离子模型.(6)这几个表中最重要的数据是 n4 与 N
(g , d), 其比值 n4/ N(g , d)是随着 KG 的增大而增大.最高对称性的 I (H12):
n4/ N(g , d)=222 111/576=740 ,Oh(CH6):n4/ N(g , d)=1 103 355/8 464=130 ,Td(CH4):n4/N
(g , d)=406 156/7 225=56;较低对称性的C2v(H2O):n4/ N(g , d)=108 345/32 767=3.3 ,C∞v
(HF):n4/N(g , d)=222 111/19 600=11.3.从表 5 ～ 7可以看出 SOT-SCF 方法对高对称体系有
较高的计算效率.
表 5　在点群 Cn 限制下的计算约化结果比较
a)
体系 G 基组 轨道 n2 N 2 n4 　 N(g , d) SCF 能量 SOT-SCF 能量
H2 Cs 6-311G(df , pd) 22 253 132 32 131 17 424 -0.831 259 115 -0.831 259 115
H2 C2 6-311G(df , pd) 22 253 132 32 131 17 424 -0.831 259 115 -0.831 259 115
H+3 C3 6-311G(df , pd) 33 561 187 157 641 34 969 -0.960 351 546 -0.960 351 546
H3-3 C3 6-311G(df , pd) 33 561 187 157 641 34 969 -0.823 959 193 -0.823 959 193
H2+4 C4 6-311G＊＊　　 24 300 78 45 150 6 084 -0.845 979 906 -0.845 979 906
H2-4 C4 6-311G＊＊　　 24 300 78 45 150 608 -1.734 286 811 -1.734 286 812
H+5 C5 6-311G＊＊　　 30 465 93 108 345 8 649 -0.443 227 971 -0.443 227 971
H-5 C5 6-311G＊＊　　 30 465 93 108 345 8 649 -2.507 401 532 -2.507 401 532
H6 C6 6-311G＊＊　　 36 666 114 222 111 12 996 -3.055 434 873 -3.055 434 873
H+7 C6 6-311G＊＊　　 42 903 129 408 156 16 641 -3.322 990 456 -3.322 990 456
H3-7 C6 6-311G＊＊　　 42 903 129 408 156 16 641 -2.953 519 427 -2.953 519 427
H2+8 C8 6-311G＊＊　　 48 1 176 150 692 076 22 500 -3.287 565 678 -3.287 565 783
H2-8 C8 6-311G
＊＊　　 48 1 176 150 692 076 22 500 -4.022 595 919 -4.022 595 919
　　a)能量单位为原子单位
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表 6　在点群 Cnv或 Cnh限制下的计算约化结果比较
a)
体系 G 基组 轨道 n2 N 2 n4 　 N(g , d) SCF 能量 SOT-SCF 能量
H+3 C3v 6-311G(df , pd) 33 561 114 157 641 12 996 -0.960 351 546 -0.960 351 546
H2-3 C3v 6-311G(df , pd) 33 561 114 157 641 12 996 -0.823 959 193 -0.823 959 193
H2+4 C4v 6-311G ＊＊ 24 300 53 45 150 2 809 -0.845 979 906 -0.845 979 906
H4
2- C4v 6-311G ＊＊ 24 300 53 45 150 2 809 -1.734 286 811 -1.734 286 811
H10 C5v 6-31G 20 210 26 22 155 676 -5.370 254 684 -5.370 254 684
H6 C6v 6-311G ＊＊ 36 666 74 222 111 5 476 -3.055 434 873 -3.055 434 873
H4 C2h 6-311G 12 78 24 3 081 576 -1.841 853 161 -1.841 853 161
H6 C3h 6-311G 18 171 30 14 706 900 -2.604 501 305 -2.604 501 304
H8 C4h 6-311G 24 300 42 45 150 1 764 -3.697 641 489 -3.697 641 489
H2+10 C5h 6-311G 30 465 48 108 345 2 304 -3.915 570 966 -3.915 570 966
H2-10 C5h 6-311G 30 465 48 108 345 2 304 -4.772 172 984 -4.772 172 985
H12 C6h 6-311G 36 666 60 222 111 3 600 -6.017 923 436 -6.017 923 436
　　a)说明同表 5
表 7　在点群 Dnd或 Sn 限制下的计算约化结果比较
a)
体系 G 基组 轨道 n2 N 2 n4 　 N(g , d) SCF 能量 SOT-SCF 能量
H2+4 D2d 6-311G(df , pd) 44 990 142 490 545 20 164 -0.846 258 571 -0.846 258 575
H4
2- D2d 6-311G(df , pd) 44 990 142 490 545 20 164 -1.734 338 736 -1.734 338 736
H6 D3d 6-311G ＊＊ 36 666 68 222 111 4 624 -3.055 434 873 -3.055 434 873
H6 D3d 6-311G(df , pd) 66 2 211 208 2 445 366 43 264 -3.055 929 816 -3.055 929 816
H2+8 D4d 6-311G ＊＊ 48 1 176 89 692 076 7 921 -3.287 565 678 -3.287 565 678
H2-8 D4d 6-311G ＊＊ 48 1 176 89 692 076 7 921 -4.022 595 919 -4.022 595 919
H10 D5d 6-31G 20 210 18 27 155 324 -5.370 254 684 -5.370 254 684
H2+12 D6d 6-31G 24 300 21 45 150 441 -5.438 106 101 -5.436 106 101
H2-12 D6d 6-31G 24 300 21 45 150 441 -5.650 418 106 -5.650 418 109
H4 S4 6-311G ＊＊ 24 300 78 45 150 6 084 -1.821 966 657 -1.821 966 657
H2+6 S6 6-311G ＊＊ 36 666 114 222 111 12 996 -1.984 318 611 -1.984 318 611
H2-6 S6 6-311G ＊＊ 36 666 114 222 111 12 996 -2.693 373 410 -2.693 373 410
H8 S8 6-311G ＊＊ 48 1 176 150 692 076 22 500 -3.953 526 275 -3.953 526 275
　　a)说明同表 5
3　讨论
(1)根据文献[ 6]所提出的理论方法 ,初步编写了一个构造SO ,SOT(2)和SOT(4)的通用程
序 ,将单电子积分及双电子积分中的物理因子与几何因子完全分离.众所周知 ,分子积分参数
是一切从头计算的基础.因此 ,新方法消除了从头计算中因点群对称性而产生的多余变量 ,提
高了SCF 方法的计算效率.将 SOT 方法用于 SCF 计算 ,提出了一个简化自洽迭代乘法运算
((3)式)的关键公式((15)式).采用(3)式与采用(15)式所需作的乘法运算的次数之比为
n4/ N(g , d).分子体系对称性越高 ,点群的级 KG 越大 , n4/ N(g , d)也越大.当分子体系的分子
轨道数目增加时 ,这比值将接近(KG)
2.因为(3)式是 SCF 迭代计算的决定性步骤 ,所以相对于
常规的SCF方法 ,SOT-SCF 迭代过程的机时与存储要求将按点群级KG 的平方减少.应当指出:
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分双电子积分数值很小 ,实际计算量仅正比于 n2.7.Schwegler 等人[ 10 , 11]发展了 Fock 矩阵计算
量线性化的新方法.采用新的误差标准 ,可以省去一大批乘法计算 ,使 SCF计算量正比于 n.但
是 ,无论对于计算量是正比于 n4 , n2.7还是 n ,SOT-SCF 方法可使计算量再按(KG)
2 减小.因此 ,
SOT 新方法对任何 SCF 计算仍具有确定的应用价值.
(2)应用(15)式的前提是在SCF 自洽迭代过程中电荷密度矩阵与分子点群骨架具有相同
的几何对称性 ,属于分子点群全对称不可约表示.
(3)尽管本文给出的计算实例均为闭壳层的模型体系 ,但该方法也可用于开壳层 SCF 及
post-SCF 的理论计算 ,随后的系列文章将报道相关的计算方法.同时 SOT 新方法对于半经验方
法及密度泛函等方面也有着应用前景.可以看出分子体系对称性越高 ,分子体系越大 ,SOT 方
法的计算效率越高.SOT方法可望用于结构多面体 、原子簇化合物 、高碳化合物等的理论计算.
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